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1 시작

아무 것도 믿지 않고서는 아무 것도 할 수 없습니다.

우리는 일반적인 논리계를 믿습니다. 우리는 가장 기초적인 것들, 예를 들어 정수의 덧셈,

뺄셈, 곱셈이 가능하고 그 값이 정수라는 사실을 믿습니다. 우리는 정수의 덧셈, 뺄셈, 곱셈을

하는 방법을 알고 있습니다.

우리는 정수 a와 영이 아닌 정수 b가 존재하여

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|

를 만족시키는 정수 q와 r이 유일하게 존재한다는 것을 믿습니다. 이 사실은 우리가 이야기를

시작할 수 있게 해 주는 가장 큰 원동력이 됩니다. 우리는 또한 q와 r을 빠르게 찾는 방법을

알고 있습니다.

수리논리학 과목과 대수학(추상대수) 과목을 들으면, 위 사실들을 증명하게 됩니다. 그때

에는 기초적인 논리계조차 부정하여 무엇을 할 수 있는지 살펴봅니다. 이 스터디의 목적은

그것이 아니므로, 우리는 고등학교 때까지 배운 “수학”을 모두 믿기로 합니다.

2 최대공약수

모두 영인 것은 아닌 두 정수 a와 b에 대해 g가 a와 b를 모두 나누어떨어뜨릴 때, 그러한 g 중

가장 큰 것을 a와 b의 최대공약수라 하고, gcd(a, b)로 씁니다.

a와 b에 대해 다음 소인수분해를 생각합니다:

a = pa1
1
pa2
2

· · · pann
b = pb1

1
pb2
2
· · · pbnn

이때 ai 혹은 bi들은 음이 아닌 정수이며, 0도 허용합니다. 그러면

gcd(a, b) = pc1
1
pc2
2
· · · pcnn ci := min(ai, bi)
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인 것이 잘 알려져 있습니다. 그러나 이 방법은 소인수분해를 필요로 하기 때문에, 시간이

상당히 많이 걸리는 방법입니다.

일반성을 잃지 않고 a > b > 0이라고 합시다. 그러면 a = bq + r, 0 ≤ r < b인 정수 q와

r이 존재합니다. 이때 gcd(a, b) = gcd(b, r)인 것이 알려져 있습니다.

증명은 다음과 같이 합니다. gcd(a, b) =: g, gcd(b, r) =: g′이라 하면, r이 g로 나누어떨어

짐을 보여 g ≤ g′을 보입니다. 또 a가 g′으로 나누어떨어짐을 보여 g′ ≤ g를 보입니다. 따라서

g = g′입니다.

나눗셈을 이용해서 계산하면, 최대공약수를 구하는 데 시간이 얼마나 걸릴까요? 이것을

나눗셈 횟수를 통해 확인해 봅시다. b보다 큰 정수 a에 대해 gcd(a, b)를 구하는 데 걸리는

최대 나눗셈 횟수를 Tb라 합니다. 가장 간단히 생각할 수 있는 것은, r < b이므로 Tb ≤
1 +max0≤i<b Ti입니다. 그러나 r > b/2일 때 다음 단계를 고려하면 gcd(b, r) = gcd(r, b− r)

이 되고, b− r < b/2이므로

Tb ≤ max

(

1 + max
0≤i≤b/2

Ti, 2 + max
0≤i<b/2

Ti

)

≤ 2 + max
0≤i≤b/2

Ti

입니다. 이제 수학적 귀납법 등을 사용하여

Tn ≤ 2 log2 n+ 1 = log√
2
n+ 1

를 증명할 수 있습니다.

우리가 지금 떠올려야 하는 diagram은 다음과 같습니다:

두 정수 Tn회의 나눗셈

?
소인수분해 최대공약수

그럼 반대로 정수를 받았을 때, 어떤 정수를 잘 생성해서 최대공약수를 구하면 소인수분해

시간을줄일수있지않을까요?1 이를위해서빠른나눗셈방법이필요합니다!따라서,큰수의

가감승제, 소수 여부의 판단 및 소수의 분포를 구하는 방법과 더불어 소인수분해를 빠르게

하는 방법을 이 스터디의 앞부분에서 다루게 됩니다.

3 체

가감승제가 자유로운 집합을 체라 합니다.

가감승제라 함은 더하기, 빼기, 곱하기, 나누기를 일컫습니다. 자유롭다 함은 다음을 일컫

습니다:

1이런 식으로 사고하도록 연습하십시오!
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• 더하기, 곱하기를 한 연산의 결과가 집합 안에 있습니다.

• 더하기끼리혹은곱하기끼리는연산2이나피연산자3의순서에상관없이값이같습니다.

• 더하기와 곱하기 사이에 분배 법칙이 성립합니다.

• 집합 내에 0과 1이 존재하며, 서로 다릅니다.4

• 어떤 수 a를 가져와도 (−a)와 a−1가 집합 내에 존재합니다. 단 0−1은 없고 이것은

예외로 합니다.

예를 들어, 유리수는 체입니다. 실수와 복소수도 체가 됩니다.

4 유한 체

어떤 체 F가 주어졌을 때, F의 원소의 개수 |F |가 1 이하일 수는 없습니다. 체의 정의에 따라

0 ∈ F , 1 ∈ F이고 0 6= 1이어야 하기 때문입니다.

체 F에는 0, 1의 두 원소가 주어지고, 반드시 다음 연산표를 만족해야 합니다.

+ 0 1

0 0 1

1 1 x

× 0 1

0 y 0

1 0 1

y는 0·0 = (0+0)·0 = 0·0+0·0에의해반드시 0이어야합니다. x가 1이라면, 1+1 = 0+1,

즉 0 = 1이라고 주장하는 셈이기 때문에 안 됩니다. 그런데 만약 x 6= 1이면, 한번 x = 0으로

놓아 봅시다.

계산하면 할수록 x = y = 0으로 놓았을 때 체의 모든 성질이 만족되는 것 같습니다. 이

집합은 실제로 체가 되며, 이 체는 컴퓨터들이 뛰노는 체입니다. 이 체의 이름은 Z2입니다.

이제 x를 0과 1과 모두 다른 수로 생각하고, 연산표를 확장해서 2개보다 많은 수의 원소를

가지는 체를 만들어 봅시다.

+ 0 1 x

0 0 1 x

1 1 x y

x x y z

× 0 1 x

0 0 0 0

1 0 1 x

x 0 x w

0 · x가 0인 것은 위에서와 비슷한 이유입니다.

이번에 우리가 정해야 하는 것은 y, z, w의 세 변수입니다. 이 변수들을 0, 1 혹은 x로

두어 체의 모든 정의들을 만족하도록 시도해 봅시다! 이렇게 하여 원소의 개수가 3개인 체를

구성할 수 있습니다. 이 체의 이름은 Z3입니다.

2결합 법칙.
3교환 법칙.
40은 덧셈의 항등원, 1은 곱셈의 항등원이라는 특징이 있어야 합니다.
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비슷한 방법으로 원소의 개수가 4개인 체, 즉 “Z4”를 만들 수 있습니까?5 못 만들 것은

없지만, 이제 y, z, w 중 어떤 것을 포함시킬까를 궁리해야 합니다. 또 채워야 하는 칸의 수도,

가능한 경우도 많아집니다. 따라서, 유한 체를 구성하는 일반적인 방법이 필요해 보입니다.

5 Zp

소수 p가 있을 때 p로 나눈 나머지에 덧셈과 곱셈의 연산 구조를 잘 준 체를 Zp라 합니다.

a와 b의합은 (a+b)를 p로나눈나머지, a와 b의곱은 ab를 p로나눈나머지로주어집니다.

표기를 남용하여 이것을 그냥 a+ b, ab로 사용합니다. 이제 교환 법칙, 결합 법칙, 분배 법칙

등은 거저 얻어집니다.

거저 얻어지지 않는 것은 a의 곱셈에 대한 역원인데, 이것은 영이 아닌 수 a ∈ Zp에 대해

ab = np + 1이 되는 정수 b ∈ Zp와 n이 반드시 존재한다는 것입니다. “증명”이 필요하게

되었습니다.

증명은 p = 2인 경우 자명하므로 p > 2라 합니다. 먼저 귀류법을 사용하여, 그런 b와 n이

존재하지 않는다고 합시다. 다음을 받아들입니다:

영이 아닌 Zp의 원소 b에 대해 ab를 p로 나눈 나머지는 0일 수 없습니다.

귀류법 가정에 의해 b가 0이 아닌 경우 ab를 p로 나눈 나머지가 1일 수도 없으므로, b =

1, 2, · · · , p − 1에 대해 ab의 나머지 r = 2, 3, · · · , p − 1이 가능합니다. 비둘기집 원리에 의해

서로 다른 b, b′에 대해 ab와 ab′의 나머지가 r로 같은 경우가 있고, 이를 다음

ab = np+ r

ab′ = n′p+ r

과 같이 쓰고, 일반성을 잃지 않고 b > b′이라 하겠습니다. 그럼

a(b− b′) = (n− n′)p

가 되고, b− b′ ∈ Zp이며 b− b′ 6= 0이므로 맨 처음 받아들인 사실에 모순입니다.

우리는 이제 임의의 소수 p에 대해 그로부터 체 Zp를 얻을 수 있습니다. 사실, 우리가 이

전에 고생해서 얻은 Z3는 여기서 얻은 Z3와 이름만 다를 뿐 동등하다는 것을 알 수 있습니다.

대수학에서는 이것을 isomorphic하다 혹은 up to isomorphic 같다고 합니다.

Zp는 그 수가 유한하고, 체를 구성하며, 직관적인 더하기 및 곱하기가 성립하기 때문에

수많은 아름다운 정리 및 알고리즘이 존재합니다. 이들은 이 스터디의 뒷부분에서 다루게

됩니다.

5이렇게 해서 만들어진 원소 4개짜리 체를 우리는 Z4로 부르지 않습니다.
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6 문제

1. a > b > 0인 두 정수 a, b에 대해 a = bq + r인 정수 q와 r이 존재하여 0 ≤ r < b를

만족할 때, gcd(a, b)가 r을 나누고, gcd(b, r)이 a를 나눔을 보이세요.

2. (a) 수학적 귀납법을 이용해서 Tn ≤ 2 log2 n+ 1 = log√
2
n+ 1을 보이세요.

(b) 일반적으로 Tn ≤ logu n + O(1)이 성립하는 실수 u들을 생각할 때, u =
√
2는

tightest bound가 아닙니다. 우리의 결론이 u =
√
2로 지어진 데는

gcd(a, b) = gcd(b, r) = gcd(b, b− r)

에서 나눗셈을 두 번 거쳤음에도 b − r이 b의 반이 되었다고 생각한 것에 있습니

다. 이제, 경우를 잘 나누어, b − r < b/u2이 되도록 하는 실수 u > 1의 범위를

구하세요.6 이 범위에서 u를 골라
√
2보다 크게 할 수 있습니까?

(c) (b)에서구한실수를 ϕ라합시다. Tn ≤ logϕ n+1이성립함을보이고,이 bound는

tight함을 보이세요. 즉 아무리 큰 N이 주어져도 Tn =
⌊

logϕ n+ 1
⌋

를 만족하는

n > N이 존재함을 보이면 됩니다. (Hint: Fibonacci Sequence를 이용하세요.)

3. 이 문제가 흥미롭게 느껴지신다면 생각해 보세요. 아니면 건너뛰어도 좋습니다.

(a) 체 F가 주어졌을 때, 0과 1은 유일합니까? 어떻게 증명할 수 있습니까?

(b) 체 F와 체의 원소 a가 주어졌을 때, (−a)는 유일합니까? a가 0이 아니면 a−1는

유일합니까? 어떻게 증명할 수 있습니까?

(c) 0−1가 없다는 조건을 제거해도, 0−1가 없음을 증명할 수 있습니까?

4. (a) 원소의 개수가 23개인 체가 있음을 설명하세요.

(b) 다음 연산표는 원소의 개수가 8개인 체를 표현합니다. 이 연산표가 정말로 체가

됨을증명하세요.결합/분배법칙,덧셈의역원과곱셈의역원을확인하면됩니다.7

+ 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 0 3 2 5 4 7 6

2 2 3 0 1 6 7 4 5

3 3 2 1 0 7 6 5 4

4 4 5 6 7 0 1 2 3

5 5 4 7 6 1 0 3 2

6 6 7 4 5 2 3 0 1

7 7 6 5 4 3 2 1 0

× 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 2 4 6 3 1 7 5

3 0 3 6 5 7 4 1 2

4 0 4 3 7 6 2 5 1

5 0 5 1 4 2 7 3 6

6 0 6 7 1 5 3 2 4

7 0 7 5 2 1 6 4 3
6이때 실제로 b를 r로 나눈 나머지가 b− r이 됨도 확인해 보셔야 합니다!
7교환 법칙 및 덧셈의 항등원과 곱셈의 항등원은 눈으로도 확인할 수 있어서 뺐습니다. 노가다를 하려면

3 · 83 + 2 · 82 = 1664가지를 전부 확인하셔야 합니다. 코딩을 통해 확인하세요.

5



(c) 원소의 개수가 6개인 체 F6가 존재합니까? F6를 구성하려고 노력해 보고, “존재

하지 않을 것 같다”는 확신을 가지세요.

5. (a) 소수 p와 영이 아닌 Zp의 원소 a가 주어졌을 때, 다음을 증명하세요.

영이 아닌 Zp의 원소 b에 대해 ab를 p로 나눈 나머지는 0이 아니다.

(Hint: 소인수분해의 일의성을 이용하세요. b가 영이 아닌 것은 어디에서 쓰였습

니까?)

(b) p가 합성수이면, Zp의 곱셈에 대한 역원의 존재성 증명 어디에 문제가 있습니까?

문제가 되는 부분을 고친 명제를 증명하세요. 합성수 n에 대해서 “Zn”의 원소 중

몇 개가 곱셈에 대한 역원을 가집니까? 곱셈에 대한 역원을 가지는 원소들만 모은

대수적 구조를 Z
×
n로 씁니다.

6. 영이 아닌 Zp의 원소 a를 고정하고, Zp에서 함수 f : Zp → Zp가 정의역의 모든 x에

대해 f(x) = ax를 만족한다 합시다.

(a) f가 bijection임을 보이세요. 이를 위해서 f(x) = f(y)이면 x = y임을 보이고

(injective), 임의의 Zp의 원소 y에 대해 f(x) = y를 만족하는 x가 있음을 보이면

됩니다(surjective).

(b) (Fermat) 위 사실과 f(0) = 0에서부터 ap−1 = 1을 유도하세요. 따라서 임의의 영

이아닌 Zp의원소 a에대해, a의 (p−1)제곱을 p로나눈나머지는 1입니다. (Hint:

f(1), · · · , f(p−1)에는 1부터 p−1까지가모두한번씩나타나므로,곱하면 (p−1)!

과 같습니다.)

(c) a−1를 어떻게 빨리 계산할 수 있습니까?

7. 이 문제가 흥미롭게 느껴지신다면 생각해 보세요. 아니면 건너뛰어도 좋습니다.

a ∈ Zp가 영이 아닐 때, 함수 f(a, r)을 “Zp에서 ab = r을 만족하는 b의 개수”로 정의합

니다.

(a)
∑p−1

r=0
f(a, r) = p임을 보이세요.

(b) 3.(b)에 따라 f(a, r) ≤ 1이어야 합니다. 이제 f(a, 1) = 0이라 놓고 모순을 이끌어

내어, f(a, 1) = 1임을 보이세요. 따라서 a에 대해 역원 a−1는 존재하고 유일합니

다.

(c) 이 증명은 왜 틀렸습니까?
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