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1 좋은 다항식 찾기

이자료에서는지난주스터디자료에서느끼셨을수도있고,어쩌면이미깨달아서쓰고계실

수도있는알고리즘을엄밀하게증명합니다.유한체 F 위에서는모든 d차기약다항식의곱을

약수로 가지는 다항식 x|F |d − x가 있습니다. 이 다항식은 F의 characteristic이 2가 아니면

x(xu− 1)(xu+1) where u := (|F |d− 1)/2로 쪼갤 수 있습니다. 이 다항식과의 최대공약수를

아무렇게나구하는방법으로원하는다항식을인수분해할수있습니다.이알고리즘의이름은

Cantor-Zassenhaus입니다.

이알고리즘을사용하기위해가장궁극적인질문,왜 위 다항식이 모든 d차 기약다항식을

약수로 가지는가?에 대해 초등적으로 답하려고 합니다. 증명 자체는 어렵지는 않으나 매우

길어서 독립된 자료로 빼야 했습니다.

읽기전에반드시 7주차연습문제 5번을계산하고오시기바랍니다.아래쪽에계산과정이

모두 있지만, 직접 계산하면서 계수가 어떻게 변화하는지 느끼는 것과 자료를 그냥 보는 것은

다르다고 생각합니다.

2 계수 다항식 다루기

7주차 연습문제 5번의 계산 과정입니다. 계산의 편의를 위해 F = Zp를 가정했으나, F의

characteristic이 p라고 놓으면 똑같은 계산을 할 수 있습니다.

∏

a,b∈F

(x2 + xa+ b) =
∏

a∈F

(
(x2 + xa)p − (x2 + xa)

)

=
∏

a∈F

(
x2p + xpa− (x2 + xa)

)

=
∏

a∈F

(
(x2p − x2) + (xp − x)a

)

=
∏

a∈F

(xp − x) ((xp + x) + a)

= (xp − x)p ((xp + x)p − (xp + x))

= (xp − x)p(xp
2

− x).
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∏

a,b,c∈F

(x3 + x2a+ xb+ c) =
∏

a,b∈F

(
(x3 + x2a+ xb)p − (x3 + x2a+ xb)

)

=
∏

a,b∈F

(
(x3p − x3) + (x2p − x2)a+ (xp − x)b

)

= (xp − x)p
2
∏

a,b∈F

(
(x2p + xp+1 + x2) + (xp + x)a+ b

)

= (xp − x)p
2
∏

a∈F

(

(x2p
2

+ xp
2+p − xp+1 − x2) + (xp

2

− x)a
)

= (xp − x)p
2
∏

a∈F

(

(xp
2

− x)(xp
2

+ xp + x) + (xp
2

− x)a
)

= (xp − x)p
2

(xp
2

− x)p
∏

a∈F

(

(xp
2

+ xp + x) + a
)

= (xp − x)p
2

(xp
2

− x)p(xp
3

− x).

계산 과정에서 몇 가지 눈여겨 보셔야 할 점을 짚겠습니다.

• 각 a, b, c 앞에 붙은 (x에 대한) 다항식 계수가 변화하는 과정은 독립적입니다. 이 말은,

맨 처음에 다항식 계수가 같았다면, 소멸까지의 과정도 똑같다는 말입니다. 앞 계산의

1의 계수와 뒤 계산의 a의 계수를 주목해서 한 번 더 읽어 보세요.

• 매 알파벳을 없앨 때마다, 각 계수의 공통 인수가 있고, 이는 현재까지 공통 인수를 묶

어낸 횟수를 c라 할 때 (xp
c+1

− x)입니다. 뒤 계산을 알파벳을 없애는 시점에 주목해서

한 번 더 읽어 보세요.

따라서,계수다항식에대해알파벳을없애는작업과공통인수를묶어내는작업을조직적으로

다루는 방법이 필요해 보입니다.

앞으로의 논의의 편의를 위해 다음 표기법을 정의합니다.

[an, · · ·, a0] := xanp
n+···+a0

역시 표기법의 편의를 위해 an = 0인 것도 허용합니다.

2.1 진보 과정

진보 과정은 다음과 같이 정의됩니다.

adv f := fp − f or adv

(
k∑

i=1

[ai,n, · · · , ai,0]

)

:=
k∑

i=1

([ai,n, · · · , ai,0, 0]− [ai,n, · · · , ai,0])

두 정의가 같음은 직접 확인해 보시기 바랍니다.

각 계수 다항식에 대해 알파벳을 하나 없앨 때마다 진보 과정이 일어나는데, 이는 식에

의해 자명합니다.
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2.2 보수 과정

c차 보수 과정은 다음 나눗셈이 다항식으로 잘 정의된다면 다음과 같이 정의됩니다.

fixc f :=
f

xpc − x

만일 나누어떨어지지 않으면 c차 보수 과정이 실패한다고 말하겠습니다.

알파벳이 c개라면, 각 계수 다항식에 대해 보수 과정은 총 c번 일어나는데, 1차 보수 과

정, 2차 보수 과정, · · · , c차 보수 과정이 순서대로 한 번씩 일어납니다. 물론 우리는 아직 이

과정이 실패하지 않는지 증명하지는 않았습니다.

2.3 단항식에 대한 증명

다음을 보이면 됩니다.

Claim. c ≤ d라 하면, 임의의 다항식 xd에 대해 진보 과정, 1차 보수 과정, 진보 과정, 2차

보수 과정, · · · , 진보 과정, c차 보수 과정은 실패하지 않으며, 그 결과 다항식은 ai들이 모두

음이 아닌 정수일 때
∑

a0+···+ac=d−c

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0]

이 된다.

사실 이 명제는 c > d일 때도 성립하지만, 이를 다루는 것은 의미가 없는데, c = d이면

결과 다항식이 1이 되고, 따라서 진보 과정을 거치면 0이 되어 보수하거나 진보하는 의미가

없기 때문입니다.

Proof. c에대한수학적귀납법을통해합니다. c = 0인경우자명합니다. c인경우성립한다고

합시다. 진보 과정을 거치면 다항식은

A :=
∑

a0+···+ac=d−c

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0, 0]−
∑

a0+···+ac=d−c

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0]

이 되는데, 앞 합의 ac = 0이면, 뒤 합의 a0 = 0인 것과 상쇄되어 사라질 것이므로,

A =
∑

a0+···+ac=d−c

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0, 0]−
∑

a0+···+ac=d−c

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0]

=
d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a

[a, ac−1, · · ·, a1, a0, 0]−
d−c∑

a=1

∑

a1+···+ac=d−c−a

[ac, ac−1, · · ·, a1, a]

=

d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a

([a, ac−1, · · ·, a1, a0, 0]− [0, ac−1, · · ·, a1, a0, a])

=
d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a

[ac−1, · · ·, a1, a0, 0]
(

xap
c+1

− xa
)

.
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그런데 a ≥ 1이면

xap
c+1

− xa = (xp
c+1

− x)(x(a−1)pc+1

+ x(a−2)pc+1+1 + · · ·+ xa−1)

= (xp
c+1

− x)
a−1∑

i=0

[i, 0, · · · , 0
︸ ︷︷ ︸

c−1 zeros

, a− 1− i]

이므로, A에 대해 (c+ 1)차 보수 과정을 진행할 수 있고, 그 결과는 원하는 대로

fixc+1A =
d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a



[ac−1, · · ·, a1, a0, 0] ·
a−1∑

i=0

[i, 0, · · · , 0
︸ ︷︷ ︸

c−1 zeros

, a− 1− i]





=
d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a

a−1∑

i=0

[i, ac−1, · · ·, a1, a0, a− 1− i]

=

a−1∑

i=0

d−c∑

a=1

∑

a0+···+ac−1=d−c−a

[i, ac−1, · · ·, a1, a0, a− 1− i]

=
a−1∑

i=0

∑

a
−1+a0+···+ac−1=d−c−i−1

[i, ac−1, · · ·, a1, a0, a−1]

=
∑

a
−1+a0+···+ac−1+ac=d−c−1

[ac, ac−1, · · ·, a1, a0, a−1]

가 됩니다.

3 기약다항식으로의 이동

위 사실을 이용하면 다음을 아주 쉽게 증명할 수 있습니다.

∏

a0,··· ,an−1∈F

(
xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
)
=

n∏

i=1

(xp
i

− x)n+1−i

그런데 이 다항식의 대부분은 중복 factor를 가지게 됩니다. 수학적 귀납법을 통해 xp
n

− x

가 n차 이하의 다항식으로 인수분해됨을 보이고 나면, n차 기약다항식은 모두 xp
n

− x에

속하게 됨을 보일 수 있습니다. 따라서 그러한 다항식을 찾았기 때문에, Cantor-Zassenhaus

알고리즘을 시행할 수 있습니다.

p = 2인 경우가 역시 문제가 되는데, 지난 주와 마찬가지로 F의 characteristic이 2라면

성립하는 다음 식

x2
n

− x = (x2
n−1

+ x2
n−2

· · ·+ x)2 + (x2
n−1

+ x2
n−2

+ · · ·+ x)

을 이용하면 쉽게 이 문제를 회피할 수 있습니다.
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⋄

이 스터디를 처음 기획할 때 생각했던 모든 내용을 다루었습니다. 정말로 수고 많으셨습니다.

처음에는 PS에 쓰이는 수론적 알고리즘을 제대로 이해할 수 있게 하거나, 왜 작동하는

지에 대한 궁금증을 해소하고, computational number thoery 분야의 PS에 소개되지 않은

알고리즘을 간단히 소개하는 선에서 그치려고 했는데, 스터디를 진행하다 보니 생각보다 제

욕심이 과해져서 어쩌다 보니 여러 알고리즘을 조금 깊게 다루게 되었습니다. 내용이 많이

어려우셨나요?

저 역시 이 스터디를 준비하면서 처음에는 이해할 수 있으리라 생각지도 못한 내용을 이

해하고 구현하며 성장했습니다. 또 성장의 기록을 모두 자료로 남길 수 있었습니다. 60페이지

가량 되는 (10 + α)개의 자료를 쓸 수 있게 해 주신 여러분께 감사의 말씀을 드립니다.

이 스터디는 이제 필요한 내용을 모두 했기 때문에 언제든지 종료될 수 있지만, 제가 준

비할 수 있는 내용 중에 여러분이 원하시는 내용으로 몇 번 더 스터디를 진행할 예정입니다.

4 문제

1. n을 입력하면, xn이 0이 될 때까지 진보 과정과 c차 보수 과정을 번갈아가며 진행하는

프로그램을 작성하세요. 5 이상의 분석이 용이한 n에 대해 프로그램을 돌려 보고, 2.3

의 Claim에 대한 확신을 가지세요.

2. 임의의 유한 체 F에 대해 |F | =: n이라 합니다. 임의의 d에 대해 다음을 증명하세요.

∏

a0,··· ,ad−1∈F

(

xd + ad−1x
d−1 + · · ·+ adx+ ad

)

=

d∏

i=1

(xn
i

− x)d+1−i

증명과정은 Zp와거의유사하나,한번에 n = pi제곱을하는식을어떻게잘처리할지가

관건입니다.

3. (a) gcd(xa − 1, xb − 1) = xgcd(a,b) − 1임을 보이세요. Hint.1

(b) Zp에서 xp
d

− x가 d의 약수 차수의 모든 기약다항식들의 곱임을 증명하세요.

(c) 차수가 정확히 d > 1인 기약다항식의 개수는

1

d

∑

i|d

µ(d/i)
(
pi − 1

)

임을 보이세요.2 µ(i)는 뫼비우스 함수라고 부르며, i가 제곱수로 나누어떨어지는

경우 µ(i) = 0, 아닌 경우 i의 소인수의 개수를 k라 하면 µ(i) = (−1)k로 정의됩니

다. 편의상 µ(1) = 1로 정의됩니다.

1a > b라 하면, gcd(xa
− 1, xb

− 1) = gcd(xa
− xb, xb

− 1) = gcd(xb(xa−b
− 1), xb

− 1).
2이 식의 형태에 관심이 있으신 분은 Möbius inversion formula를 찾아보시기 바랍니다.
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