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1 Zp에서만 다항식 다루기

우리는 이미 주어진 소수 p에 대해서만 문제를 풀 수 있으면 임의 길이의 자연수에 대해 문제

를 풀 수 있다는 사실을 알고 있습니다. 또, 지난 시간에 봤던 여러 좋은 성질들 덕에, 우리는

다항식을 Zp에서 다루는 게 훨씬 더 좋겠다는 사실을 추측해 볼 수 있습니다.

앞으로 나올 많은 내용은 유한 체이면 증명이 훨씬 쉬워지거나, 유한 체인 경우에만 성

립하는 정리들입니다. 따라서 이후에 등장하는 모든 체는 유한 체로 가정합니다. 또, 결과가

유한 체에서만 성립하면 체를 체와 같이 기울인 글씨로, 그렇지 않은 경우 체와 같이 바로 선

글씨로 표기하겠습니다.

2 덧셈, 뺄셈 및 곱셈과 나눗셈의 차이

체 F에서 차수 n 이하인 두 다항식에 대해, 덧셈 및 뺄셈은 coefficientwise 정의되었으므로,

큰 수를 계산하는 알고리즘과 마찬가지로 O(n) 시간에 처리할 수 있습니다. 곱셈은 näıve하

게 생각하면 O(n2)이고, 우리의 관심사는 여전히 subquadratic입니다. 사실 큰 수를 곱할 때

이미 다항식 두 개를 subquadratic에 곱해 돌아오는 방법을 사용했으므로, O(n log n) 시간에

처리할 수 있는 방법을 압니다. 하지만 나눗셈은 큰 수의 나눗셈대로 잘 되지 않는데, 이유는

크게 두 가지입니다:

• 나눗셈이 곱셈의 역연산이 아닙니다. 우리가 예전에 정수 나눗셈을 계산하는데 실수

에서만 성립하는 논증인 Newton’s method를 자연스럽게 들고 나올 수 있었던 이유

는, 정수의 자연스러운1 확장이 실수 체로 유일하기 때문이었습니다. 예를 들어 p-adic

number에서의 나눗셈은 이러한 논증으로 풀 수 없습니다. 그런데 다항식 환은 수로

이루어진 체보다 훨씬 안 좋은 공간입니다!

• 곱셈에서 받아올림이 되지 않습니다. 받아올림은 본질적으로 “지수 k인 항을 몇 개

모으시면 지수를 (k+1)로 올려 드려요!”와 같은, 수학에서는 말도 안 되는 이벤트입니

다. 만일 지수를 올릴 수 있었다면, 모든 계수를 올리는 지수에 맞추어 수로 변환하는

방법으로 Newton’s method를 적용할 수 있었을 것입니다.

1완비순서체의 유일성. 이 종이 안에는 정의하기가 너무 어렵습니다.
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따라서 이 알고리즘이 subquadratic이 되기 위해서는 약간의 피와 땀과 눈물이 필요해

보입니다...

3 제곱미만 나눗셈

다항식에서는 오히려 “받아올림”이 일어나지 않고 계수가 독립적으로 계산된다는 사실에 주

목합니다. 만일 다항식의 계수를 뒤집으면, 기존의 다항식 f를 g로 나누는 식 f = gq + r이

다음과 같은 식으로 변형됩니다.

xnf

(

1

x

)

= xng

(

1

x

)

q

(

1

x

)

+ xn−kr

(

1

x

)

= xmg

(

1

x

)

· xn−mq

(

1

x

)

+ xn−kr

(

1

x

)

이때 n := deg f , m = deg g, k = deg r로 두겠습니다. 따라서, 계수를 뒤집은 함수 f̂ , ĝ, q̂에

대해, q̂ = f̂ ĝ−1 mod xn−m+1입니다.2 따라서 ĝ−1 mod xn−m+1을 빠른 시간 안에 구할 수

있다면 q̂를 빠른 시간 안에 구할 수 있습니다!

3.1 Divide and Conquer

주어진 다항식 p에 대해 p−1 mod xl =: a가 주어져 있을 때, p−1 mod x2l을 빠르게 구하는

방법에 대해 생각해 봅시다. p = p0 + xlp1이고, 정답은 c = a+ bxl 꼴일 것이므로,

pc = (p0 + p1x
l)(a+ bxl)

= p0a+ (p1a+ p0b)x
l

= 1 + (p1a+ p0b+ u)xl mod x2l

∴ b = −p−1
0 (u+ p1a) mod xl

= −a(u+ p1a) mod xl

(multiplication inverse가 어디에서의 inverse인지 주의해서 읽으시기 바랍니다.) 또한 l = 0

인 경우 a = 1이 되게 할 수 있으므로, ĝ−1 mod xn−m+1을 M(n) 시간에 구할 수 있습니다.

4 평가 및 보간

다항식의 경우에는 큰 수와 달리 수를 대입하여 계산하는 평가가 가능합니다. 사실 큰 수의

곱셈을 계산할 때도 다항식의 강점인 평가를 적극 활용했습니다.

다항식과 수 a1, · · · , an이 주어졌을 때 Φ(f)(a1), · · · , Φ(f)(an)을 계산하는 과정을 평가
라고 하고, 수의 쌍 (a1, b1), · · · , (an, bn)이 주어졌을 때 Φ(f)(ai) = bi ∀i = 1, · · · , n인 deg f

가 최소인 다항식 f를 찾는 과정을 보간이라고 합니다.

2
k ≤ m− 1로부터 n− k ≥ n−m+ 1을 얻을 수 있습니다.
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4.1 Φ-identification과 평가

체 F 위에서 다항식 f와 수 a1, · · · , an이 주어져 있다고 합시다. 인접한 항을 묶어 곱셈 횟수

를 줄여도, näıve 알고리즘은 O(n deg f) 시간에 동작합니다. 이보다 시간을 더 줄일 마땅한

방법이 떠오르지 않으므로, 자릿수에 대한 분할 정복을 사용하려고 시도해 봅시다.

그런데 다항식의 “자릿수”는 차수일 것 같은데, 이 상태로는 차수를 줄일 마땅한 방법이

떠오르지 않습니다... 다항식 곱셈을 정의할 때, 우리는 Φ-identification을 사용하지 않고3 Ψ-

identification을 사용했습니다. Φ-identification을 사용하면, 예를 들어 Z2에서 f(x) := x2,

g(x) := x2 + 1로 둘 경우 이런 문제가 발생하기 때문인데,

Φ(fg)(0) = Φ(f)(0) · Φ(g)(0) = 0 · 1 = 0

Φ(fg)(1) = Φ(f)(1) · Φ(g)(1) = 1 · 0 = 0

∴ (fg)(x) := 0, x2 + x, x5 + x3 + x2 + x, · · ·

먼저 이 문제를 해결해 보도록 합시다.

간단하게 예측할 수 있는 결과는, 두 다항식 f와 g의 곱을 Φ-identification으로 정의한

함수 중 하나를 h라 하면,

• h는 존재합니다. h := fg로 놓으면 되고, Ψ-identification의 곱셈이 Φ-identification의

곱셈이 되도록 잘 정의했기 때문입니다.

• 차수가 가장 작은 h는 유일합니다. h에 관계없이 (fg−h)가 (x|F |−x)로 나누어떨어져

야 하기 때문에, h = 0이거나 deg h < |F |인 h가 존재합니다. 따라서 다항식 나눗셈의

유일성으로부터 최소 차수 h의 유일성을 얻습니다.

그렇다면, 평가할 수가 |F |개보다 훨씬 작은 n개이기 때문에, (x − a1) · · · (x − an)으로

나눠도아무런문제가없습니다!이곱을잘계산하면,곱을계산하는데 O(n log2 n)시간밖에

걸리지않기때문에,전체시간복잡도는 O(min(n, deg f)2+deg f log deg f+n log2 n)입니다.

식을 잘 보면, 평가할 값의 개수를 절반으로 줄이면, 시간이 절반으로 줄어듭니다. 그러면

매단계마다절반으로줄이는것은어떨까요?각단계의다항식을계산하는것은나눌다항식

(x − a1) · · · (x − an)을 계산하는 도중에 전부 계산할 수 있고, 나누는 과정은 각 깊이마다

n log n보다 적은 시간이 걸리고, 잎에서의 계산 시간은 상수 시간이므로 전체 시간복잡도가

O(deg f log deg f + n log2 n)이 됩니다!

다항식의 곱셈, 즉 특수한 값에 대한 평가를 가지고 일반적인 값에 대한 평가를 빠르게

풀어냈습니다. 즉, 우리는 order가 deg f보다 큰 ω의 자승들을 대입한 값을 가지고 다항식을

빠르게 곱해 오고 있었기 때문에 이는 상당히 재밌는 결과라고 할 수 있습니다.

3물론 지금은 이게 가능한지도 모릅니다.

3



4.2 보간

조건 ai 6= aj ∀i 6= j 하에서, 보간 (a1, b1), · · · , (an, bn)의 존재성은 Lagrange의 결과이며,

최소 차수 다항식의 유일성은 위에서 설명한 논리를 그대로 따라갑니다. 보간에서도 평가와

마찬가지로 절반으로 쪼개서 합치는 방법이 있을까요?

이 질문에 답하기 위해서 다음을 만족하는 최소 차수 다항식 PS를 찾기만 하면 될 것

같습니다.

PS(ai) =

{

1 ai ∈ S

0 ai /∈ S

그렇다면, 크기가 절반인 집합 S를 잡은 다음, S와 T := {a1, · · · , an} \ S에서 보간 문제를

풀어서 각각 f0와 f1이라는 결과가 나왔다면, f0PS + f1PT가 답이 됩니다. 이제 해야 하는

질문은 과연 PS를 찾는 것이 쉬울까 하는 것인데, 조금만 생각해 보면 결국 PS를 찾는 것이

보간 문제를 푸는 것과 별다르지 않은 cost가 든다는 것을 알 수 있습니다. 우리가 마음대로

할 수 있는 것은 (ai, bi)들이지 PS가 아닙니다!

따라서, PS를 약간 수정해 봅시다.

P̂S(ai) =

{

ki ai ∈ S

0 ai /∈ S
where ki 6= 0

이렇게 놓으면 S에서 변형된 쌍 (ai, bik
−1
i )으로 보간 문제를 풀고, T에서도 마찬가지로 변형

된 쌍으로 풀어서, f0P̂S + f1P̂T가 답이 됩니다. 그런데

P̂S :=
∏

ai∈T

(x− ai)

로두면위의조건을모두만족하는것을알수있습니다. ki들은다항식을평가하는것이므로,

매 깊이마다 n log2 n 시간에 해결할 수 있습니다. 따라서 시간 O(n log3 n)에 보간을 해결할

수 있습니다!

5 문제

1. 1주차부터 7주차 자료를 눈으로 쓱 훑어 보세요. 너무 꼼꼼히 읽으실 필요는 없고, “아

맞아 이런 걸 했었지!” 할 수준이면 됩니다.

2. 큰 수의 나눗셈에서 m⋆를 구해서 곱했듯이, 똑같은 방법으로 다항식의 역수를 구해

곱하는 방법을 생각해 볼 수 있습니다.

(a) f/g를 분수식 그대로 잘 변형하여, ⌊xdeg f/g(x)⌋와의 연관성을 찾으세요.

(b) g가 deg g = 2i − 1을 만족하고 deg g1 < 2i−1이 되도록 g = g0x
2i−1

+ g1로 쓰면

⌊

x2
i+1−2

g(x)

⌋

=

⌊

2h(x)x3·2
i−1−2 − h(x)2g(x)

x2i−2

⌋

where h(x) =

⌊

x2
i−2

g0(x)

⌋
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임을 증명하세요.

(c) 이 방법으로 구현된 알고리즘이, 본문에 소개된 알고리즘보다 매 단계당 FFT를

1회 적게 사용함을 납득하세요. 그러나 최종 시간은 상수 배만 차이나는데, 그

이유는 FFT를 시행하는 크기가 양쪽 모두 반으로 줄기 때문입니다.

3. 3주차 자료의 subquadratic gcd(HGCD) 부분을 자세히 읽고, 최대공약수를 구하는

HGCD 알고리즘은 곱셈 및 나눗셈에만 의존함을 납득하세요. 이 방법으로 다항식 gcd

를 계산할 경우 시간복잡도는 O(n log3 n)입니다.

4. (조금 느린 키파컵 F번 풀이)

(a) B보다작은양의정수 n개가주어졌을때,모든수를곱하는시간복잡도O(n log2 n)

방법이 있음을 보이세요. (Hint: segment tree.)

(b) HGCD 행렬을 이용하여, 최대공약수가 g일 때 quadratic gcd는 시간복잡도

O
(

(

a+b
g

)2

log(a+ b)

)

을 달성함을 보이세요.

5. (전체평가) Zp에서때때로임의의수에대한값을구하는것이본문에주어진로그제곱

알고리즘보다 이득인 경우가 있습니다.

(a) k가 p− 1을 나눈다면, xk − 1은 k개의 근을 가짐을 증명하세요. Hint.4

(b) p − 1 = pe11 pe22 · · ·로 쓸 경우, order peii 의 원소가 존재함을 보이고, 이 원소들을

다 곱해 order p− 1인 원소가 존재함을 보이세요.

(c) 이 원소 ω를 기준으로 FFT를 시행하여 다항식 f에 대해 modulo p에서의 모든

값을 O(deg f + p log p)에 얻을 수 있음을 납득하세요.

6. (여러 non-trivial function들의 계산)

(a) 상수 k에 대해 x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)를 O(k log2 k) 시간에 계산할 수 있음을

보이세요.

(b) (a)를 이용하여,
(

n
m

)

mod p를 O(
√
n log2 n) 시간에 계산할 수 있음을 보이세요.

(Hint: k ≈ √
n.)

(c)
∑n

i=1 i
k을 n에 대한 (k + 1)차 다항식으로 표현할 수 있음을 보이세요.

(d) (c)를이용하여,
∑n

i=1 i
k mod p를 O(k log3 k)시간에계산할수있음을보이세요.

4
x
p−1

− 1은 x
k
− 1으로 나누어떨어지고, 따라서 x

k
− 1을 인수분해하면 irreducible polynomial의 차수가...
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